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Abstract. It was proved in (Beauquier, Nivat, 1984) that if a doubly infinite word with a rational 
set of factors is not strongly transitive, then this word is ultimately periodic in both directions. 
By using some tools of Topological Dynamics, we show that the same conclusion may be reached 
with an hypothesis weaker than rationality about he set of factors. 
1. Introduction 
L'un des auteurs [3] a caract~ris~ les systbmes dynamiques symboliques de type 
fini qui sont faiblement mais non fortement transitifs: ils se r6duisent ~ une orbite 
dense unique et ~ ses deux points d'accumulation p~riodiques distincts. 
Beauquier et Nivat [1] ont d6montr~ un r6sultat presque identique darts le cas 
plus g6ndral des syst~mes ofiques (langages rationnels de roots infinis); ils se 
r6duisent a l'orbite de deux points p~riodiques, distincts ou non, reli6s par une 
orbite isol~e. 
Nous montrons ici que leur conclusion d6coule plus g6n6ralement d'une condition 
de rdcurrence dans le monoide syntaxique du langage associ~ au syst~me, n utilisant 
largement les propri6t6s topologiques des objets consid~r6s. 
2. Definitions 
A" Soit A un alphabet fini, on note A*= U n~o l'ensemble des roots sur A (A ° 
&ant le mot vide), qui forme un monoide pour la concatenation. Si u ~ A* on note 
lul sa longueur. 
* Cet ouvrage a 6t6 en pattie financ~ par le PNUD. 
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L'espace des suites doublement infinies A z = {x = (x.).~z} est muni de la topologie 
produit, associ6e ~ la distance 
d(x, y) = sup{2-1kllxk ~ Yk}, 
pour laquelle il est compact, et le d6calage cr :AZ~ A z, 
= 
est un hom6omorphisme. On pose Orb(x) = {o'kx ]k ~ Z}. 
Pour x • A z et m > 0 on 6crit x(n, m) = xn...  xn+,,_~ • A* et L(x) = {x(, m)l n ~ Z, 
m > 0}. Si u • A* \A  ° on note 
[u] ,  = {y • aZly(n, lul)= u}. 
si S~A z est un ferm6 invariant par or, (S, or) est appel6 systdme dynamique 
symbolique (par les ergodiciens) ou langage de roots infinis. Nous noterons en abr6g6 
SDS. I1 est d6termin6 par son langage associ~ (l'ensernble des rnots que l'on rencontre 
dans ses 616rnents): 
L (S )= [._] L(x). 
Pour une d6monstration de cette propri6t6 voir [2, Section 17]. L'ensemble de 
cylindres {[u]. [ u • L(S), n • Z} est une base d'ouverts-ferm6s de S. 
Les SDS forment une farnille particuli6re des syst~mes dynamiques topologiques 
(SDT) constitu6s d'un compact rn6tdque T et d'une bijection bicontinue z de T. 
La relation d'6quivalence suivante, d6finie sur A* par L(S), est compatible avec 
la concat6nation: 
(u ~'s u') ssi (vuv' ~ L(S)¢~ vu' v' e L(S)Vv, v' • A*). 
Soit ~b l 'application canonique de A* dans A*/~s: l 'ensernble des classes 
d'6quivalence 
M(S)= A* / -  s= {C~(u)lu e A*}. 
est appel6 le mono[de syntaxique de S. II poss~de un 616ment absorbant e (sauf 
lorsqtle L(S)= A* \A  °) tel que: 
L(S) = {u • A*\A°I ok(u) ~ e}. 
L'616rnent m de M(S)  est r~current d droite (respectivement, fi gauche) si m • e et 
qu'il existe u ~ L(S): mdp(u) = m (respectivement, ck(u)m = m). 
Voici maintenant quelques d6finitions relatives aux SDT, qui sont la traduction 
d'hypoth~ses de [ 1 ]. 
D6fiaRion 2.1. Soit (T, ¢) un SDT, x ~ T. On dit que x est d'orbite dense dans T 
(respectivement, d'orbite dense d gauche, d'orbite dense d droite) si T= Orb(x) 
(respectivement, T = {¢k(x) Ik < 0}, T = {zk(x) Ik > (3}). 
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Dans le cas d'un SDS, ees conditions deviennent: L(S)= L(x) (respectivement, 
L(S)= {x(n, m)ln + m <O , m>O}, L(S)= {x(n, re)In, m>O}) 
D6finition 2.2. Le SDT (T, ~') est faiblement ransitif (respectivement, fortement 
transitif) s'il existe x ~ T d'orbite dense dans T (respectivement, d'orbite dense 
gauche ou ~ droite). Les deux d6finitions de la forte transitivit6 sont 6quivalentes 
pour un SDS ~ la propri6t6 suivante: 
Vu, v ~ L(S), :Ix e S, n > 0 tels que x ~ [u]on [v]~. 
D6finition 2.3. On dit que (S, ~r) est sofique si M(S)  est fini (c'est-~-dire, si L(S) 
est rationnel). 
D6flnition 2A. Un 616ment x ~ A zes t  ultimement pdriodique fi gauche (respective- 
ment, fi droite) s'il existe n~Z,  ken  tels que tous les mots x(n - ( i+ l ) lqk )  
(respectivement, x(n + ik, k)) soient identiques pour i > 0. 
3. R~sultats 
Le lemme suivant va &re pratiquement otre unique outil. 
Lemme 3.1. Soit ( T, ~-) un SDT. S'il est faiblement mais non fortement transitif, il 
existe une orbite dense unique, et si x est l'un de ies ~l~.ments, l'ensemble {x} est 
ouvert. 
D6monstration. (1) Puisque ~" n'est pas fortement transitif, il existe deux ouverts U, 
V tels que pour tout n eN, Un  ~-nV=~. Soit x~ T tel que Orb(x )n  U#~ et Orb 
(x) n V# ~. Si ~'kx e U, il est impossible que 7"k'x appartienne ~ V pour k '<  k: on 
peut done d6finir pour x un dernier temps d'atteinte de U, tu(x), et un premier 
temps d'atteinte deV,  tv(X). 
(2) Comme ~- est faiblement ransitif, il existe x' tel que Orb(x')= S, done 
Orb(x') n U # ~# Orb(x ' )n  V. Nous pouvons choisir x dans cette orbite tel que 
tu(x) = 0; soit t = tv(x) > 0; posons U' = U n ~'-tV. U' contient x: montrons que 
u'={x}. 
D'abord, par d6finition de tu et tv, Orb(x )n  U '= {x}. Supposons maintenant 
qu'il existe y ~ U', y ~ Orb(x). T, en tant qu'espace m6trique, est s6par6: soit W un 
ouvert contenant y mais pas x. L'ouvert W n U' eontient aussi y, mais pas x, puisque 
x ~ W, ni zkx pour k # 0, puisque Ckx ~ U'. II y a done un ouvert non vide que 
l'orbite de x n'atteitit pas: ceci contredit notre hypoth~se. Donc U'= {x}; Orb(x) 
est la seule orbite dense, puisque chacun de ses points eonstitue ~ lui seul un 
ouvert. [] 
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Remarque 3.2. Dans le cadre des SDS, le r6sultat et sa d6monstration peuvent se 
reformuler en remplacant le mot 'ouvert' par 'cylindre': en particulier, il existe un 
mot u' tel que [U']o = {x}, of~ x est un 616ment de l'unique orbite dense. 
Formulons maintenant l'hypoth~se qui permet d'obtenir le m6me r6sultat 
que [3]. 
Hypoth~se H. Pour tout m dans M(S)\{e}, il existe m~, m'~ (respectivement, m'2, m~) 
tel que m~mm~' (respectivement m'2mm~) soit rdcurrent fi droite (respectivement d 
gauche). 
Remarque 3.3. L'Hypoth~se H est v6rifi6e par les syst~mes sofiques: cela r6sulte par 
un argument standard e la finitude du monoide syntaxique. Elle est vraie aussi 
pour les langages non rationnels de la forme suivante: soient X et Y deux codes 
non rationnels mais synchronisants sur {a, b}, c une autre lettre. L (ou L(S)) sera 
l'ensemble des facteurs de X*c  II*. Un code X est synchronisant s'il existe deux 
roots u~, u2~F(X*) tels que Vv= vlulu2v2~X*, alors VlU~ et u2v2 sont dans X*. 
Proposition 3.4. Soit S un SDS vjrifiant l'Hypoth~se H, faiblement mais non fortement 
transitif. Alors ( il existe une orbite dense unique et) les points appartenant ~l'orbite 
dense sont ultimement pdriodiques fi gauche et fi droite. 
D6monstration. Appliquons le Lemme 3.1 et la Remarque 3.2; soit x un 616ment de 
l'orbite dense, u' un mot de L(S) tel que [U']o = {x}. Appliquons l'Hypoth~se H 
d~(u'), qui est diff6rent de e puisque x ~ S: il existe done un mot v ~ L(S), ayant u' 
pour facteur, tel que m = ~b(v) soit r6current/t droite, c'est-~-dire qu'il existe w avec 
~k(vw) = m. Alors ¢k(vw")= m pour tout n positif, et comme m ~ e et clue x est 
d'orbite dense, son orbite doit rencontrer tous les cylindres [vW"]o. En d'autres 
termes, pour tout n>0 il existe t, tel que x(tn, ]vw'l) = vw". 
Ces instants t, peuvent &re choisis tous identiques: en effet, si ce n'&ait pas le 
cas, o-kx appa~iendrait ~ [ V]o pour plusieurs valeurs distinctes de k, en l'occurrence 
les divers tn, et, u' &ant facteur de v, Orb(x) atteindrait plusieurs lois [U']o. 
Done, pour un certain t> 0, pour tout n > 0, x(t, nlw]) = w ~, ce qui veut dire que 
x est ultimement p6riodique ~ droite. Le raisonnement est similaire ~t gauche. [] 
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